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ВВЕДЕНИЕ

Задачи поиска математической формы свя-
зи между выходной переменной и одной или 
несколькими входными переменными в науч-
ных исследованиях и не только возникают до-
вольно часто. Одним из инструментов решения 
таких задач считается регрессионный анализ 
[1,2], тесно связанный с актуальной на сегод-
няшний день технологией машинного обучения 
[3]. С помощью регрессионных моделей реша-
ются задачи интерпретации и прогнозирования 
в различных областях деятельности человека 
(см., например, [4–6]). При этом входных пере-
менных, предположительно влияющих на ис-
следуемый фактор, может быть так много, что 
приходиться осуществлять из них выбор неко-
торого количества только наиболее значимых, 
иными словами, решать задачу отбора инфор-
мативных регрессоров (ОИР) [7–9].

Методов и алгоритмов ОИР, как отмечено 
в работах [7–9], существует много. К ним от-
носятся эвристические процедуры включения-
исключения, метод последовательной замены 
переменных, алгоритм Лассо, метод группо-
вого учёта аргументов и пр. Однако оптималь-
ность модели с точки зрения некоторого крите-
рия гарантирует только полный перебор (метод 
всех регрессий), что представляется довольно 
трудоёмкой вычислительной задачей, посколь-

ку её сложность возрастает экспоненциально 
в зависимости от числа входных переменных. 
На помощь приходит хорошо развитый за по-
следние годы аппарат математического про-
граммирования. Так, например, в [10] авторы 
делают вывод, что в среднем с 2001 по 2020 гг. 
для задач частично-целочисленного линейно-
го программирования (ЧЦЛП) компьютерное 
оборудование стало примерно в 20 раз бы-
стрее, а алгоритмы улучшились примерно в 
50 раз, что дает общее ускорение в 1000 раз. В 
[11] автор утверждает, что за последние 10 лет 
коммерческий решатель задач ЧЦЛП Gurobi 
продемонстрировал почти 60-кратное аппа-
ратно-независимое ускорение. И процесс со-
вершенствования алгоритмов решения задач 
ЧЦЛП продолжается (см., например, [12]). В 
связи с достигнутым прогрессом в настоящее 
время публикуется довольно много научных 
работ, в которых различные задачи ОИР в ре-
грессионных моделях формализуются в терми-
нах математического программирования.

Известно, что при идентификации линей-
ной регрессии с помощью метода наименьших 
модулей задача ОИР может быть сведена к за-
даче частично-булевого линейного програм-
мирования (ЧБЛП) [13,14], а с помощью метода 
наименьших квадратов (МНК) – к задаче ча-
стично-булевого квадратичного программиро-
вания (ЧБКП) [14,15]. В [16] предложена задача 
ОИР по критерию минимальной избыточности 
и максимальной релевантности, формализо-
ванная в терминах ЧЦЛП. Но всё же в зарубеж-
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ной литературе на данный момент большин-
ство работ посвящено МНК, когда при ОИР в 
линейной регрессии решается задача ЧБКП. 
Например, в [17] сформулирована задача ОИР 
с одновременным контролем значимости оце-
нок по t-критерию Стьюдента. А в [11] исследу-
ется так называемая процедура «robust subset 
selection», при которой в линейной регрессии 
осуществляется как выбор регрессоров, так и 
выбор наблюдений.

Иной подход к построению линейной регрес-
сии с помощью МНК, требующий решения зада-
чи ЧБЛП вместо ЧБКП, был предложен в [18]. Его 
особенность в том, чтобы формировать ограни-
чения не по выборке данных, а по корреляцион-
ной матрице переменных, а вместо минимиза-
ции суммы квадратов ошибок максимизировать 
коэффициент детерминации [19,20]. Тем самым, 
число ограничений в такой задаче не зависит 
от числа наблюдений, а зависит только от чис-
ла входных переменных. Предложенная в [18] 
задача ЧБЛП за последние годы расширилась, 
дополнившись новыми линейными ограниче-
ниями. Так, в [21] для контроля мультиколлине-
арности появились ограничения на коэффици-
енты VIF вздутия дисперсий вспомогательных 
регрессий, в [22] – ограничения на значимость 
МНК-оценок по t-критерию Стьюдента, в [23] 
– ограничения для контроля автокорреляции 
остатков. В [24] вместо коэффициента детерми-
нации в целевой функции использован его скор-
ректированный аналог. Однако никогда прежде 
в эту задачу ЧБЛП не вводились ограничения на 
имеющий статистический характер критерий 
Фишера (F-тест) [25], поэтому полученная ре-
грессия могла признаваться статистически не-
значимой. Цель настоящей работы и заключает-
ся в решении этой проблемы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Прежде чем переходить к описанию матема-
тического аппарата, хотелось бы продемонстри-
ровать результаты следующего эксперимен-
та, подтверждающие необходимость контроля 
критерия Фишера при решении задачи ОИР. 
Для проведения эксперимента случайно были 
сгенерированы статистические данные (табл.b1) 
для выходной переменной y и входных пере-
менных x1, x2, x3 и x4. В практике регрессионного 
анализа рекомендуется, чтобы объем выборки 
превышал число входных факторов минимум в 
4 раза, поэтому объем был взят 16.

Далее по этим данным с помощью экономе-
трического пакета Gretl был организован ОИР 
методом всех регрессий. Всего с помощью МНК 
было оценено 42 1 15   моделей. Результаты 
моделирования представлены в табл. 2. В ней в 
первом столбце указан номер регрессии, во вто-
ром – состав входящих в неё факторов, в третьем 
– значение коэффициента детерминации 2R , в 
четвертом – наблюдаемое значение критерия 
Фишера Fнабл, в пятом – критическое значение 
критерия Фишера Fкрит для уровня значимости 

0,01  , в шестом, на основе сравнения Fнабл и 
Fкрит, – значима или незначима регрессия.

По табл. 2 можно сделать следующие выводы.
Наибольшее значение коэффициент детер-

минации 2R  принимает для модели № 15. Но по 
критерию Фишеру она признана незначимой, 
поэтому нельзя считать её до конца адекватной.

Наибольшее значение критерия Фишера 
имеет значимая модель № 9. Но её коэффици-
ент детерминации составляет всего 0,5345. По-
этому регрессию № 9 тоже нельзя считать самой 
адекватной, поскольку есть значимая модель 
№b12, для которой 2R  выше и составляет 0,6057.

 y x1 x2 x3 x4

1 348,65 18,02 8,48 12,03 9,30
2 287,01 7,26 7,81 13,83 14,52
3 298,32 11,30 2,96 12,27 8,76
4 189,83 16,25 2,07 9,66 11,12
5 64,74 4,23 5,89 12,46 13,05
6 386,03 1,15 4,35 14,74 0,36
7 284,58 15,40 7,84 13,60 16,88
8 525,97 18,89 7,07 14,85 6,40
9 122,16 7,67 2,29 3,00 9,19

10 163,71 14,79 1,32 13,33 8,17
11 189,98 15,36 3,42 13,42 10,13
12 281,19 15,75 6,48 2,14 4,82
13 134,24 0,73 0,84 2,98 9,90
14 272,90 6,86 2,45 9,03 4,16
15 160,98 7,85 6,10 4,56 17,83
16 225,32 8,14 6,12 11,41 6,11

Таблица 1. Статистические данные для эксперимента
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Таким образом, при моделировании нельзя 
ориентироваться на максимизацию только ко-
эффициента детерминации, или только крите-
рия Фишера. В идеале сначала нужно исключать 
незначимые по F-критерию регрессии, а потом 
из оставшихся выбирать модель с наибольшей 
величиной 2R . В такой последовательности из 
табл. 2 будет выбрана регрессия № 12.

Перейдем к формализации задачи ОИР с 
контролем критерия Фишера в терминах ма-
тематического программирования. Сначала 
рассмотрим задачу отбора из l  объясняющих 
переменных 1x , 2x , …, lx  ровно m  штук по вы-
борке объема n  для линейной регрессии вида 

0
1

l

i j ij i
j

y x  


   , 1,i n , где 0 , 1 , …, l  
– неизвестные параметры; 1 , 2 , …, n  – ошиб-
ки аппроксимации. Для оценивания регрессии 
будем использовать МНК.

В работе [18] такая задача ОИР сведена к сле-
дующей задаче ЧБЛП с целевой функцией
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В задаче (1) – (5) j , 1,j l  – неизвестные ко-
эффициенты стандартизованной линейной ре-
грессии вида 1 1 2 2 ...i i i l il iy x x x            b , 
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1,i n , 1,j l ; символом r  обозначены пар-
ные коэффициенты корреляции; j , 1,j l  – 
булевы переменные, отвечающие за включение 
объясняющих переменных в модель; M  – боль-
шое положительное число. Заметим, что коэф-
фициенты детерминации обычной и стандарти-
зованной регрессий равны.

Пусть задан уровень значимости  . Тогда 
проверка значимости линейной регрессии по 
критерию Фишера осуществляется по следую-
щей схеме.

1. Определяется наблюдаемое значение кри-
терия Фишера по формуле

R n mF
R m

− −= ⋅
−

.                  (6)

2. По таблице распределения находит-
ся критическое значение критерия Фишера 

( )F m n mα − − .
3. Найденные значения сравниваются между 

собой. Если F F< , то модель признается 
незначимой, а если F F> , то значимой.

Условие F F>  на значимость линей-
ной регрессии, с учётом (6), можно записать в 
виде

R n m F
R m

− −⋅ >
−

.                  (7)

Решив неравенство (7) относительно пере-
менной 2R , получим ограничение:

F
R n m F

m

≥ − − +
.                   (8)

Таблица 2. Результаты моделирования

  R2 F F  ?
1 x1 0,1478 2,4280 8,86 
2 x2 0,2141 3,8138 8,86 
3 x3 0,2079 3,6751 8,86 
4 x4 0,1739 2,9476 8,86 
5 x1, x2 0,2806 2,5351 6,7 
6 x1, x3 0,2892 2,6447 6,7 
7 x1, x4 0,3560 3,5933 6,7 
8 x2, x3 0,3247 3,1249 6,7 
9 x2, x4 0,5345 7,4642 6,7 

10 x3, x4 0,3620 3,6879 6,7 
11 x1, x2, x3 0,3676 2,3255 5,95 
12 x1, x2, x4 0,6057 6,1441 5,95 
13 x1, x3, x4 0,4719 3,5744 5,95 
14 x2, x3, x4 0,5973 5,9320 5,95 
15 x1, x2, x3, x4 0,6496 5,0974 5,67 
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Неравенство (8) означает, что если значение 
коэффициента детерминации 2R  превосходит 

величину

 

F
n m F
m

− − +
, то модель являет-

ся значимой в целом по F-критерию Фишера, а 
если не превосходит, то нет. Поэтому, дополнив 
задачу ОИР (1) – (5) ограничением (8), получим 
возможность контролировать значимость ли-
нейной регрессии.

Однако зачастую число отбираемых ре-
грессоров m  неизвестно. В таком случае по-
ступим следующим образом. Используя соот-
ветствующую таблицу F-распределения, для 
заданного уровня значимости   и для каж-
дого из чисел 1,2,...,m   (  – назначенное 
исследователем наибольшее число регрессо-
ров, причем, 1n   ) вычислим величины 

F
n m F
m

− − +
, которые обозначим 1G , 2G

…, G . Тогда в зависимости от числа регрессо-
ров m  должно срабатывать ровно одно нера-
венство из следующего набора:

2
jR G , 1,j  .

Введём булевы переменные j , 1,j  , по 
правилу:

j

j m
j m

ρ
=

=
≠

С учётом введённых переменных сформиру-
ем следующие линейные ограничения:

   
1

1 1j k j
k

M j M


  


      , 1,j  ,   (9)

 0,1j  , 1,j  ,                 (10)

1
1j

j






 ,                         (11)

 2 1j jR G M    , 1,j  .         (12)

Ограничения (9) – (12) означают, что если 
булева переменная 1j  , то j m , поэтому 
из набора (12) строгим становится только одно 
ограничение под номером m .

Таким образом, решение задачи ЧБЛП (1) – 
(4), (9) – (12) приводит к построению значимой 
по критерию Фишера линейной регрессии с оп-
тимальным по критерию 2R  количеством объ-
ясняющих переменных.

2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Стоит отметить, что вычислительные экспе-
рименты проводились с целью доказать работо-
способность предложенного математического 

аппарата, а именно то, что при варьировании 
уровня значимости   в результате решения за-
дачи ЧБЛП (1) – (4), (9) – (12) состав входящих в 
модель регрессоров действительно меняется, а 
сама регрессия оказывается значимой по кри-
терию Фишера. Тестирование эффективности 
решения предложенной задачи по сравнению с 
другими методами при обработке больших мас-
сивов данных пока не выполнялось.

Вычислительные эксперименты были про-
ведены на основе встроенных в пакет Gretl ста-
тистических данных, содержащихся в файле 
data7-10.gdt, о качестве воздуха в Калифорнии. 

Объем выборки 30n  . Среди входных пере-
менных – численность населения, количество 
осадков, потребление электроэнергии промыш-
ленными производителями и пр. Подробное 
описание этих переменных можно найти в Gretl. 
Выходную переменную, которая в Gretl названа 
airqual, обозначим y, а 9 входных переменных 
popln, valadd, rain, density, medincm, poverty, electr, 
fueloil, indestab – x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 и x9.

Сначала по этим данным с помощью МНК 
была оценена линейная регрессия, уравнение 
которой имеет вид

1 2 3 4105,699 0,0913 0,00114 0,145 0,000529y x x x x     

5 6 7 8 90,0159 0,0268 0,00769 0,00283 0,00121x x x x x     , 
 (13)
а её критерии адекватности 2 0, 4206R  , 
F = . Значение 2R  гораздо меньше 1, 
поэтому использовать модель (13) для прогно-
зирования категорически нельзя. Однако перед 
нами сейчас другая цель. Критическое значе-
ние Fкрит критерия Фишера для уровня значи-
мости 0,1   составляет 1,9648, для 0,05   
– 2,3928, для 0,01   – 3,4567. В любом случае 
наблюдаемое значение меньше критического, 
поэтому регрессию (13) следует признать незна-
чимой.

Затем решалась задача ЧБЛП (1) – (4), (9) 
– (12) для уровней значимости 0,1, 0,05 и 0,01. 
При этом большое число M было выбрано 1000, 
а наибольшее число регрессоров 9  . В каче-
стве решателя задачи ЧБЛП был использован 
оптимизационный пакет LPSolve. Предвари-
тельно в зависимости от уровня значимости   
были найдены критические значения критерия 
Фишера и значения, фигурирующие в ограниче-
ниях (12) коэффициентов jG , 1,j  . Эти зна-
чения приведены в табл. 3.

Модели строились по мере снижения  .
При 0,1   (низший уровень) была постро-

ена модель:

1 2 3105,864 0,0918 0,00123 0,145y x x x    

4 5 6 80,000563 0,0162 0,0268 0,00281x x x x    , 
   (14)
для которой 2 0, 4204R  , F 2,2792 ;

l
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при 0,05   (достаточный уровень):

1 2 3103,255 0,0947 0,00129 0,13y x x x    

5 6 80,0168 0,0262 0,00291x x x   ,    (15)

для которой 2 0, 4178R  , F 2,7509 ;
при 0,01   (высший уровень):

1 597,3966 0,0888 0,0161y x x   

6 80,0245 0,00297x x  ,               (16)

для которой 2 0, 4098R  , F 4,3403 .
Как видно, с уменьшением  , т.е. с уже-

сточением уровня значимости от низшего к 
высшему, происходит уменьшение числа вхо-
дящих в модель регрессоров. Так, при 0,1   
построена регрессия (14) с 7-ю переменными, 
при 0,05   регрессия (15) с 6-регрессорами, 
а при 0,01   модель (16) с 4-мя факторами. 
При этом все построенные модели значимы 
по критерию Фишера. Полученные результаты 
полностью совпали с результатами, полученны-
ми методом всех регрессий, что подтверждает 
корректность предложенного математического 
аппарата.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье продемонстрировано, что при ОИР 
в линейной регрессии наилучшая по коэффи-
циенту детерминации модель может оказаться 
статистически незначимой по критерию Фише-
ра. Поэтому сформулировано 2 задачи ЧБЛП для 
построения линейной регрессии с максималь-
ным значением коэффициента 2R  и с ограниче-
ниями на её значимость. В первой из них число 
отбираемых регрессоров должно быть известно, 
во второй – нет. Проведены вычислительные 
эксперименты, доказывающие корректность 
предложенного математического аппарата.

В завершение хотелось бы отметить следующее.
На основе проведенного автором анализа от-

ечественной и зарубежной литературы можно 
сделать вывод о том, что никогда ранее в задачу 

математического программирования для ОИР в 
линейной регрессии ограничения на значимость 
модели по критерию Фишера не вводились. Быть 
может это связано с тем, что такая задача раньше 
не формулировалась в терминах ЧБЛП. Теперь же 
в этой задаче можно контролировать сразу оба 
критерия – коэффициент детерминации и кри-
терий Фишера, что повышает ценность получен-
ной в результате её решения модели.

Ранее автору уже удалось расширить зада-
чу ОИР в линейной регрессии ограничениями 
на t-критерий Стьюдента [22] и на коэффици-
енты вздутия дисперсии [21]. Но сделано это 
было только для ситуации с известным числом 
регрессоров в модели. Предложенный в данной 
работе приём для контроля значимости по кри-
терию Фишера при неизвестном числе регрес-
соров может серьезно расширить функциональ-
ность рассмотренных в [21,22] задач. К тому же 
этот приём можно использовать и при построе-
нии нелинейных по факторам моделей.

Предложенные в статье задачи ЧБЛП при 
высоких требованиях на значимость модели по 
критерию Фишера, естественным образом, мо-
гут вовсе не иметь решения. В этом случае ис-
следователю необходимо просто снизить свои 
требования, заново перестроив модель.

Рассмотренный математический аппарат, 
безусловно, требует разработки в будущем спе-
циализированного программного продукта. С 
помощью последнего можно будет исследовать 
эффективность решения предложенных задач 
ЧБЛП на реальных данных. Актуально это еще и 
потому, что в одной из задач при контроле значи-
мости модели по критерию Фишера появляются 
дополнительные бинарные переменные, что мо-
жет негативно влиять на скорость решения.
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This article is devoted to the problem of subset selection in multiple linear regression models. When 
implementing such a selection using the determination coeffi cient, the resulting model may be 
insignifi cant according to the F-test. To solve this problem, two problems of mixed 0-1 integer linear 
programming are proposed, the solution algorithms for which have been improved dozens of times over 
the past 20 years. The solution to the fi rst of them gives an optimal model with an assigned number 
of factors, while the optimal number of factors is determined automatically when solving the second 
one. Computational experiments were carried out. For the second problem, an example shows that with 
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