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ВВЕДЕНИЕ

Решение задачи Коши для нелинейных урав-
нений в частных производных (УЧП) только в 
редких случаях позволяет получить решение за-
дачи в явном виде. Применение классических 
разностных методов для решения нелинейных 
задач, особенно в многомерном случае, создает 
большие вычислительные трудности. Альтер-
нативным подходом является использование 
вероятностных представлений решений линей-
ных и нелинейных параболических уравнений. 
Этот подход позволяет найти решение задачи 
в одной заданной точке, а не во всей области 
сразу, что также положительно сказывается на 
вычислительной трудоемкости, в случаях, когда 
нам необходимо найти решение только в не-
скольких заданных точках. 

Уточним используемую терминологию. Если 
коэффициенты зависят от производной (гра-
диента) искомой функции, то такие уравнения 
называются квазилинейными. Полностью нели-
нейными называют уравнения, в которых коэф-
фициенты зависят от второй производной (гес-
сиана) искомой функции.

Один из подходов построения вероятност-
ных представлений решений нелинейных па-

раболических уравнений основан на теории 
обратных стохастических дифференциальных 
уравненийb(ОСДУ, BSDE). Связь между квазили-
нейными УЧП и ОСДУ хорошо известна со вре-
мен пионерских работ Парду и Пенгаb[1, 2].

Распространение этой теории на полно-
стью нелинейные параболические уравнения 
было построено в работеb [3] и на системы та-
ких уравнений вb[4–6]. В этом случае получается 
сильно связанная система прямого-обратно-
гоb СДУb (ПОСДУ, FBSDE). Обычно, чтобы полу-
чить замкнутую систему, нам нужно применить 
теорему Ито о представлении мартингала, но 
есть и другой способ. Существует ряд работ, по-
священных полностью связанным ПОСДУb[7–9]. 
Как было показано в книгеb[8], решение ПОСДУ 
может сводиться к решению оптимизационной 
задачи, для решения которой оказалось эффек-
тивным применять нейронные сети.

В статьях Хорника, Стинчкомба и Вайтаb[10, 
11] впервые показано, что сети прямого распро-
странения с одним или несколькими скрытыми 
слоями и произвольной ограниченной, но непо-
стоянной функцией активации являются уни-
версальными аппроксиматорами, в том числе 
в приложениях, требующих одновременной ап-
проксимации функции и ее производных.

В статьяхb[12–16] было показано, что можно 
разработать эффективный алгоритм для полу-
чения численного решения задачи Коши для не-
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линейных параболических УЧП, объединяющий 
ПОСДУ подход изb [3] и глубокое обучение ней-
ронных сетейb [17]. Этот новый подход к реше-
нию задачи Коши для нелинейных уравнений 
представляется очень интересным, поскольку 
он позволяет численно решать многомерные 
задачи, позволяя преодолевать так называемое 
«проклятие размерности»b[18, 19]. 

Подход, позволяющий получить на основе 
ПОСДУ вероятностную интерпретацию реше-
ния задачи Коши для полностью нелинейного 
уравнения, состоит из следующих этапов: 

1. приведение задачи Коши для полностью 
нелинейного УЧП к задаче Коши для системы 
квазилинейных параболических УЧП; 

2. сведение решения задачи Коши для квази-
линейной системы УЧП к решению стохастиче-
ской задачи (ПОСДУ); 

3. сведение решения ПОСДУ к решению оп-
тимизационной задачи;

4. решение оптимизационной задачи с по-
мощью нейронной сети.

1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ 
И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

1.1. Сведение задачи Коши для полностью 
нелинейного уравнения к задаче Коши 

для системы квазилинейных УЧП
Рассмотрим задачу Коши для многомерного 

полностью нелинейного параболического УЧП

  0,,, 2 

 uuuxfu


,  )(),( xhxTu  , (1)

где ]T;[ 1T , dRx , Rxuu  ),( , 
dRu b– градиент u, ddRu 2 b– гессиан u.

Отметим, что в нелинейных задачах за-
частую нет глобальных по времени решений 
и имеет место явление, называемое «взрыв» 
(«blowb up»), при котором решение бесконечно 
возрастает за конечное время. Поэтому мы рас-
сматриваем локальные по времени решения 
( ]T;[ 1T ). Вb некоторых случаях удается оце-
нить временные промежутки ]T;[ 1T , на кото-
рых решения ограниченыb[20]. 

Для применения подхода, основанного на 
ПОСДУ, к полностью нелинейному уравнению 
необходимо свести это уравнение к системе 
квазилинейных параболических уравнений 
специального видаb– система должна иметь ко-
эффициенты одинаковые для всех уравнений в 
главной (параболической) части.

Введем обозначение (новую функцию)

 
dRuv  ,                             (2) 

и сведем уравнениеb(1) к системе из двух квази-
линейных (скалярного и векторного) УЧП отно-
сительно функцийbu и v. 

ПредположениеbCb1. Будем считать, что
1. функция ),( xtuu  b– классическое реше-

ние задачи Кошиb(1);
2. ее градиент ),(),( xtvxtu   дважды 

дифференцируем поbx.
Учитывая обозначениеb (2), уравнениеb (1) 

можно записать в квазилинейном виде (относи-
тельно функцийbu и v) 

  0,,, 

 vvuxfu


,  )(),( xhxTu  ,     (3)

где ddRuv  2 . 
Для получения квазилинейной параболиче-

ской системы осталось
1) дописать квазилинейное уравнение для 

функцииbv, воспользовавшись методом диффе-
ренциального продолжения;

2) явно выделить в новом уравнении пара-
болическую часть;

3) записать уравнениеb(3) с такими же коэф-
фициентами в параболической части.

Дифференцируя уравнениеb (3) вместе с тер-
минальными условиями поb kx , dk ,,2,1  , по-
сле некоторых преобразований получим систему 
квазилинейных уравнений для функцийb kv
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Приведем квазилинейную системуb (4) для 
векторной функцииb v к форме с выделенной 
явно параболической частью 
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Для использования вероятностного подхода 
необходимо, чтобы B допускала разложение

 += AAB ,    vvuxAA  ,,, .             (8)
Замечаниеb1. Отметим, что для того, чтобы 

матрица B допускала разложениеb (8), доста-
точно чтобы она была симметричной и поло-
жительно определенной, т.b к. разложение Хо-
лецкого всегда существует и единственно для 
любой симметричной положительно опреде-
лённой матрицы. Если матрица B не допуска-
ет разложениеb (8), то невозможно применить 
вероятностную интерпретацию решения УЧП, 
основанную на ПОСДУ.
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Из соотношенияb(6) получим, что

 ij
ji v

fB
∇∂
∂= .                        (9)

Т.b к. uv 2 , то [ ] [ ] jiij vv ∇=∇ . Отсюда 
следует симметричность матрицы B.

Замечаниеb2. Осталось для конкретной ма-
трицы B проверить положительную определен-
ность. Для этого можно воспользоваться, напри-
мер, критерием Сильвестра.

Далее матрица A находится с помощью разло-
жения Холецкого в аналитическом либо численном 
виде. При этом Ab– нижняя треугольная матрица со 
строго положительными элементами на диагонали. 

Представим теперь уравнениеb (3) в виде с 
параболической частью

[ ] ( ) =∇+∇+
∂
∂ vvuxuBTru ϕ
τ

,

   )(),( xhxTu  ,                      (10)

где
 

( ) ( ) [ ]vBTrvvuxfvvux ∇−∇=∇ϕ .

Уравнения (10) и (5) образуют замкнутую си-
стему квазилинейных уравнений.

ПредположениеbCb2. Будем считать, что
1) функции  vvuxf ,,,  и  xh  1C  –глад-

кие и ограниченные по все аргументам;

2)
 

0
][




v
f

 
(матрица B  положительно

 
определена).

ПредположенияbСb1 и Сb2 обеспечивают воз-
можность сведения полностью нелинейного 
уравненияb(1) к квазилинейной параболической 
системеb(5), (10).

1.2. Сведение решения квазилинейной 
системы УЧП к решению 
стохастической задачи 

Пусть существует разложениеb(8) для матри-
цы B  и дана задача Коши для системы квази-
линейных УЧП с общей параболической частью

[ ] ( ) =∇+∇+
∂
∂ + vvuxuAATru ϕ
τ

,

  )(),( xhxTu  ,                       (11)

[ ] ( ) =∇+∇+
∂
∂ + vvuxvAATrv

kk
k ψ

τ
,

   )(),( xgxTv kk  ,   dk ,,1 .         (12)
Вероятностный подход, основанный на ПО-

СДУ, позволяет получить решение исходной за-
дачиb ),( xu  . Для этого нужно решить систему 
из прямого и обратных стохастических диффе-
ренциальных уравненийb(ПОСДУ), построенных 
для случайного процессаb )(tX , начинающегося 
в точкеb xX )( , и случайных процессов, опре-
деляемых функциями u и v.

Введем в рассмотрение tF -адаптивный слу-
чайный процесс )(tX , ];[ Tt  , ];[ 1 TT , за-
данный (прямым) СДУ

( ) tdWtXtvtXtvtXtutXAtdX ∇= ,  
xX )( ,                           (13)

где dRtW )( b– винеровский случайный процесс,
и введем (случайные) процессы 

 )(,)( tXtutU  ,    )(,)( tXtvtV  ,
    tUtZ )( ,    tVtG )( .          (14)

Тогда по формуле Ито можно проверить, что 
)(tU  и )(tV  удовлетворяют следующим обрат-

ным СДУ (ОСДУ)
( )

( ) tdWtGtVtUtXAtZ
dttGtVtUtXtdU

++
+−= ϕ

,
  

)),(()( TXhTU                        (15)

( )
( ) tdWtGtVtUtXAtG

dttGtVtUtXtdV
++

+−= ψ
,
  

 TXgTV = .                      (16)
Перепишем уравнениеb(13) в виде

( ) tdWtGtVtUtXAtdX = ,

    xX )( .                             (17)

Система уравненийb (15)–(17) представляет 
собой прямое и обратные СДУb(ПОСДУ). Эта си-
стема является сильно связанной. 

В дальнейшем мы предполагаем, что усло-
вия (предположения 1–2) из статьиb[9] выполня-
ются. Условно сформулируем их, как условиеbCb3.

УсловиеbCb3. Будем говорить, что условиеbСb3 
выполнено если 

1) функции  vvuxA ,,, ,  vvux ,,, , 
 vvux ,,,  ограничены и липшицевы по всем 

аргументам;
2) функции )(xh  и )(xg  ограничены и лип-

шицевы.
Теоремаb 1. Если УсловиеbCb 3 выполнено, то 

существует единственное решение ПОСДУb(15)–
(17) ( ) ( )( )tGtZtVtUtX , при этом 

)(),(  Uxu  . 
Доказательство этого утверждения можно 

найти, например, вb[5], [7].

1.3. Сведение решения ПОСДУ 
к решению оптимизационной задачи
Решение ПОСДУ может быть сведено к реше-

нию некоторой задачи стохастического оптималь-
ного управленияb[7, 8]. При этом численное решение 
ПОСДУ может быть сведено к численному реше-
нию соответствующей оптимизационной задачи с 
использованием нейронных сетейb[9], [12–16]. 

В статьяхb [12, 13] рассматривалась функция 
потерь, содержащая только слагаемое в момент 
времениb T (терминальное слагаемое), которое 
обеспечивало выполнение только терминально-
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го условия. Для оптимизационной задачи, свя-
занной с ПОСДУb (15)–(17) эта функция потерь 
выглядела бы следующим образом

[ ]TXgTVTXhTUELTC −+−= . 
Такой вид функции потерь использовался в ста-
тьеb [12] для обучения набора из 1N  незави-
симой нейронной подсети, каждая из которых 
имеет ширинуb S  (число нейронов в скрытом 
слое) равнуюb d 10, где N b– количество вре-
менных интервалов, на которые разбивается 
промежуток ],[ T . 

В статьеb[9] в алгоритмеb2 и в статьеb[16] рас-
сматривалось решение квазилинейной задачи и 
использовалась функция потерь 

+= LLL TC ,                          (18)

содержащая, как терминальное слагаемоеb
LTC b , так и интегральную составляющуюb L , 
обеспечивающую выполнение определенных 
соотношений, описываемых ОСДУ, внутри 
временного промежутка ],[ T . Особенностью 
подхода, представленного в статьеb [16], явля-
ется то, что интегральная составляющаяb L  
функции потерь, описывает разность между 
решением ОСДУ и контрольными значени-
ями, вычисляемыми по схеме Эйлера-Мару-
ямы. Такой новый вид функции потерь дает 
возможность использовать для решения за-
дачи всего одну нейронную сеть достаточно 
большой шириныb S , причемb S  не зависит на-
прямую от количества интерваловb N  во вре-
менной дискретизации промежуткаb ];[ T b . 
Ширина сетиb S  может быть подобрана экс-
периментально (Раисси использовал значение 

256S ) и использоваться для решения задач 
для различныхb N , меняющихся в достаточно 
широком диапазоне. 

Мы модифицируем функцию потерь (18), 
предложенную в статьеb[16], для её применения 
к решению ПОСДУb(15)–(17), ассоциированному 
с квазилинейной системойb(11), (12).

1.4. Решение оптимизационной задачи 
с помощью нейронных сетей

Для решения оптимизационной задачи мож-
но использовать специальные подтипы обуче-
ния с подкреплением (Reinforcement Learning)b– 
так называемые нейронные сети для ОСДУ: Deep 
BSDE NNsb[12, 13] и Forward-Backward Stochastic 
Neural Networks (FBSNNs)b[16]. В сетях этого типа 
функция потерь обеспечивает выполнение тер-
минальных условий и разностного соотноше-
ния, определяемого ОСДУ.

Отметим, что в подходе Deep BSDE пара-
метр N  влияет на размер нейронной сети, ап-
проксимирующей искомую функцию (сурро-
гатной нейросети). В подходе Раисси (сети типа 
FBSNNs) предложена архитектура сети, в кото-

рой параметрb N  вынесен за пределы суррогат-
ной нейросети и участвует только в функции 
потерь. ПараметрbN  управляет точностью, с ко-
торой дискретизация по времени аппроксими-
рует ОСДУ, лежащие в основе функции потерь.

Мы используем подход Раисси для архитек-
туры нейросети и модифицировали функцию 
потерь для ее применения к решению систем 
квазилинейных параболических уравнений.

Для того, чтобы построить численное ре-
шение задачи, разобьем промежутокb ];[ T  на 
N одинаковых частей ( constttt nn  1 ):

Ttttt Nn  10 .
Запишем соответствующий разностный вид 

ПОСДУ (15)–(17) с помощью схемы Эйлера-Ма-
руямы

  nnnnnnn WGVUXAXX  ,,,1 ,

   xX 0 ,                                 (19)

 nnnnnn tGVUXUU  ,,,1 

  nnnnnn WGVUXAZ   ,,, ,
 )(N NXhU  ,(20)

 nnnnnn tGVUXVV  ,,,1 

  nnnnnn WGVUXAG   ,,, , )(N NXgV  , (21)

где приняты обозначения )( 11   nn tXX , 

nnn WWW  1 .
Аппроксимируем функции ( )xtvxtu  

нейронной сетью 

( ) θθθ tXtnetxtvxtu = ,
где  b – параметры (весовые коэффициенты) 
нейронной сети.

Введем обозначения для аппроксимаций 
случайных процессов 

),(~
nnn XtuU  ,   ),(~

nnn XtvV  .     (22)

Процедура автоматического дифференци-
рованияb [21] позволяет вычислить процессы 

nnn XtDuZ θ= nnn XtDvG θ= , что 
дает возможность вдвое сократить число не-
известных (искомых процессов). Здесь и далее 
символb D  обозначает операцию автоматиче-
ского дифференцирования. 

Для нахождения математического ожида-
ния в разностной аппроксимации функции по-
терьb (18) L используем метод Монте-Карло с 
пакетами-батчами (batch) по Mbреализаций ви-
неровского процесса )(tW m , который сформи-
рует пакет (батч) из Mbтраекторий (реализаций) 
процесса )(tX m , M,,1m , выходящих из 
одной точки xtX m )( 0

  m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n WGVUXAXX  ,,,1 ,

   xX m 0 .                               (23)
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Тогда оценка ),;(ˆ MNL   для функции по-
терь (18) примет вид 

−Δ+−Δ+

+−+−=

−

= =
++

−

= =
++

==

N

n

M

m

m
n

m
n

N

n
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m
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m
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M

m

m
N

m
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M

m

m
N

m
N

VVtUUt

XgVXhU
M

MNL θ

 
(24)

где ),(~
111

m
nn

m
n XtuU     и ),(~

111
m
nn

m
n XtvV    b– 

решение обратного СДУ, аппроксимируемое 
нейросетью по формулеb(22); m

nU 1  и m
nV 1 b– кон-

трольные значения, вычисляемые по схеме Эй-
лера-Маруямы

 mnm
n

m
nn

m
n

m
n tGVUXUU 

~,~,~,~
1 

  m
n

m
n

m
n

m
nn

m
n WGVUXAZ 
 ~,~,~,~

,        (25)

 mnm
n

m
nn

m
n

m
n tGVUXVV 

~,~,~,~
1 

  m
n

m
n

m
n

m
nn

m
n WGVUXAG 
 ~,~,~,~

.        (26)

1.5. Программный комплекс
Для численного решения задачи для пол-

ностью нелинейных параболических урав-
нений был написан программный комплекс 
(framework) FBSNN_tf1_FnL, позволяющий ре-
шать ПОСДУ, связанные с задачей Коши для 
системы квазилинейных параболических урав-
нений. Фреймфорк FBSNN_tf1_FnL написан на 
языке Python с использованием библиотеки 
TensorFlow и основан на оригинальном фрейм-
ворке Раисси FBSNNsb [22], который позволял 
решать ПОСДУ, связанные с квазилинейны-
ми параболическими уравнениями. Базовая 
архитектура программы сохранилась, но был 
модифицирован (путем наследования) класс 
FBSNNb– создан класс FBSNN_tf1, позволяющий 
использовать различные функции активации 
нейронов в нейронной сети и дающий в  озмож-
ность получать на выходе некоторые параме-
тры обученной нейросети (например, история 
значений функции потерь, полученных входе 
обучения нейросети). В качестве архитектуры 
суррогатной нейросети была сохранена ориги-
нальная архитектура из фреймворкаb[22]b– пол-
носвязная нейронная сеть. Далее был создан 
класс FBSNN_tf1_FnL, предназначенный для ре-
шения ПОСДУb(15–17), задающих вероятностное 
представление решения системы квазилиней-
ных параболических уравненийb(11), (12). Также 
были созданы специальные классы, описываю-
щие конкретный класс задач Коши (например, 
для уравненияb(27)), что позволяет удобно моди-
фицировать и использовать программные коды 
для решения нескольких подобных задач, отли-
чающихся друг от друга коэффициентами или 
терминальными условиями. Эти классы могут 

содержать в себе, в качестве методов, функции, 
описывающие точные решения соответствую-
щих задач, при условии, что таковые существуют.

Размер полносвязной нейронной сети зада-
ется глубиной (Hb– количество скрытых слоев) и 
шириной (Sb– количество нейронов в скрытом 
слое). Входной слой принимает пару аргумен-
товb ),( xt  и содержит d1  нейронов. Выходной 
слой выдает пару функций ( )xtvxtu  и со-
держит d1  нейронов. 

Тогда количество весовых коэффициентов 
нейросети выражается формулой 

HSSd ++=θ .
Далее представлен алгоритм для нахожде-

ния значения ),( xu  . 

Алгоритм решения задачиb (11), (12) в точке 
),( x

Input: point ),( x
Initial parameters: network weightsb 0 , 

learning rateb ; max epochbK.
Output values: learned neural networksb K , 

loss functionb ),;( MNL K . 
Output:  mnm

n
m
n VUX ~,~, , 1,,0  Nn  , 

Mm ,,1
01: Generate Brownian motionsb m

nW , 
1,,0  Nn  , Mm ,,1 .

02: for k = 1 to K do 
03:  0L ; 1 k
04:  xX m 0 , Mm ,,1
05:  for n = 0 to (N−1) do 
06:  ),(~ m

nn
m
n XtuU  ;

),(~ m
nn

m
n XtvV   изb(22), Mm ,,1

07: m
nn

m
n XtDuZ θ= ;

m
nn

m
n XtDvG θ= , Mm ,,1

08: m
nU 1  изb(25), m

nV 1  изb(26), Mm ,,1
09: m

nX 1  изb(23), Mm ,,1
10: ),(~

111
m
nn

m
n XtuU    ;

       ),(~
111

m
nn

m
n XtvV     изb(22), Mm ,,1

11: 





 
M

m

m
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m
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M

m

m
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m
nn VVUUL

1

2

11
1

2

111
~~

12: 1  nLLL  
13:  end for n

14: 
==

−+−=
M

m

m
N

m
N

M

m

m
N

m
NTC XgVXhUL

15: ( )TCLLt
M

L +Δ=

16:  ),,( 1 LAdam kk     
17: end for k
18: return  mnm

n
m
n VUX ~,~, , 1,,0  Nn  ,   

       Mm ,,1
19: # Remark mUUxu 0

~)(),(   , 
mU0

~
 is 

same for any Mm ,,1
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2. УРАВНЕНИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Полностью нелинейное уравнение, 
возникающее на рынке Блэка-Шоулса 
Рассмотрим в качестве примера одномерное 

уравнение ( 1d , Rx ), описывающее задачу 
оптимального управления портфельными ин-
вестициями на рынке Блэка-Шоулса (при безри-
сковой процентной ставке 0r )b[23]

=−
∂
∂

xx

x

u
uu

σ
μ

τ
,  )(),( xhxTu  ,      (27)

где нижний индекс обозначает переменную, по 
которой происходит дифференцирование,   и 
 b– снос и волатильность в уравнении для ло-
гарифма цены базового актива, )(xh b– функция 
полезности.

Задачаb(27) имеет точное решение для функ-
цийb )(xh  специального вида: логарифмиче-
ской, экспоненциальной и степенной. Это об-
стоятельство позволяет осуществить проверку 
правильности решения, выдаваемого нейрон-
ной сетью, на соответствующих модельных при-
мерах.

Для функции xxh = , 0x  точное ре-
шение задачиb(27) имеет явный вид

 
τ

σ
μτ −+= Txxu .            (28)

Для функции xexh )( , 0 , Rx  
точное решение задачиb(27) имеет явный вид









  )(

2
1exp),( 2

2



  Texu x

.    (29)

Для функции
 




xxh 1)(  ,

 
)1;0( , 0x

 
точное решение задачиb(27) имеет явный вид












 )(

12
1exp1),( 2

2









  Txxu .   (30)

2.2. Квазилинейная система и ПОСДУ, 
ассоциированные с УЧПb(27)

Применим методы, опи  санные в разделе 1 
(1.1 и 1.2), для уравненияb(27).

Задача Коши для параболической квазили-
нейной системы УЧП, полученной изb(27) с по-
мощью дифференциального продолжения, име-
ет вид

=++
∂
∂

xxxx vvuvvAu ϕ
τ

,

  )(),( xhxTu  ,                       (31)
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∂
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xxxx vvvvvAv ψ
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  )(),( xgxTv  ,                      (32)
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
 , Rxhxg x  )()( .

Решению задачи Кошиb (31), (32) b
( )xvxu ττ  соответствуетb ( )ττ VU , где 

( ) ( )( )tGtZtVtUtX является реше-
нием ПОСДУ

( ) tdWtGtVAtdX = ,  xX )( ,  (33)

( )
( ) tdWtGtVAtZ

dttGtVtdU
+

+−= ϕ
,

))(()( TXhTU  ,                      (34)

( )
( ) tdWtGtVAtG

dttGtVtdV
+

+−= ψ
,

))(()( TXgTV  .                     (35)

2.3. Численные эксперименты
В качестве алгоритма оптимизации, исполь-

зуемого для обучения нейросети, использовался 
наиболее распространенный сейчас алгоритм 
Adamb(ADAptive Momentum)b[24], который явля-
ется модификацией стохастического градиент-
ного спуска, использующей метод моментов Не-
стерова. Для начальной инициализации весов 
нейронной сети использовалась инициализация 
Ксавье Глороb[25]. 

Для оценки качества аппроксимации ре-
шения, полученного с помощью нейросети, ис-
пользуем относительные погрешности числен-
ного решенияb ( ) ( )ττττ VUxvxu =  
системыb(31), (32), вычисляемые по формулам

),(

),()(~
),(

xu

xuU
xerr

exact

exactU
rel 





 ,         (36)

),(
),()(~

),(
xv
xvV

xerr
exact

exactV
rel 





 .         (37)

Численные эксперименты проводились для 
различных функций активации (sin, tanh, ReLU) 
и глубоких нейронных сетей различных разме-
ров, отличающихся глубинойb H  (количеством 
скрытых слоев) и ширинойb S  (количеством 
нейронов в скрытом слое). 

На рисункеb 1 приведены численное и точ-
ное решения для экспоненциального терми-
нального условияb(29). На рисункеb1 слева при-
ведены 5 траекторий для процесса )(~ tU  и их 
сравнение со значениями tXu m

exact τ . На 
рисункеb1 справа приведены 5 траектории для 
процесса )(~ tV  и их сравнение со значениями 
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tXv m
exact τ . Решения ( )ττ VU  приведе-

ны в точке )5.0,6.0(),( x . Относительная по-
грешность решений составляет, соответственно, 
0,34% и 0,42%.

Использовалась нейросеть размером 
4x128, состоящая из 4 скрытных слоев ( 4L b) 
и 128 нейронов в каждом скрытом слое (  оди-
наковый размер каждого слоя 128S ). Вbка-
честве функции активации использовался 
гиперболический тангенс (tanh). Для реали-
зации метода Монте-Карло использовались 
пакетыb (батчи) по 100M  траекторий про-
цессаb )(tX . Для дискретизации по време-
ни промежуток ]1;6,0[];[ T  разбивался на 

N 10 частей. Для обучения нейронной сети 
понадобилось 1000K bитераций при посто-
янной скорости обученияb  0,01. Достигну-
тое значение функции потерьb (24) составляет 

0001,0),;(ˆ MNL  .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе был применен подход, ос-
нованный на методе дифференциального про-
должения, позволяющий свести задачу Коши 
для полностью нелинейного параболического 
уравненияb (1) относительно функции ),( xu   к 
задаче Коши для системы квазилинейных па-
раболических уравнений (5), (10). Предположе-
нияb Сb 1 и Сb 2 обеспечивают возможность при-
менения этого подхода. Для квазилинейной 
системы (5), (10) построено вероятностное пред-

ставление решения, основанное на решении 
системы прямого-обратного стохастических 
дифференциальных уравнений (ПОСДУ)b (15)–
(17). Выполнение УсловияbCb3 обеспечивает су-
ществование и единственность решения ПО-
СДУb (15)–(17) ( ) ( )( )tGtZtVtUtX , 
при этом )(),(  Uxu  . 

Решение ПОСДУ было сведено к решению 
оптимизационной задачиb(18), которая числен-
но решается с помощью глубокой нейронной 
сети типа FBSNNsb [16]. Для этого был разрабо-
тан фреймворк FBSNN_tf1_FnL, написанный 
на языке Python с использованием библиоте-
ки TensorFlow и основанный на оригинальном 
фреймворке FBSNNsb [22]. Использовалась ней-
росеть прямого распространения с полносвяз-
ной архитектурой. Предложена модифициро-
ванная функция потерьb (18), предназначенная 
для решения ПОСДУb(15)–(17).

Для иллюстрации применимости описанны  х 
методов рассмотрено полностью нелинейное 
уравнение, описывающее цену оптимального 
портфеля на рынке Блэка-Шоулса, выписаны 
соответствующая ему квазилинейная система и 
ПОСДУ. 

Численное решение было апробировано для 
функций полезностиb )(xh  специальных видов: 
логарифмического, экспоненциального и степен-
ного, для которых существует точное решение. В 
продемонстрированном примере относительная 
погрешность численного решения составляет 
0,34% после 1000K b итераций обучения при 
постоянной скорости обученияb  0,01.

Рис.b1. Численное и точное решения для терминального условияb(29) при 5,0
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