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ВВЕДЕНИЕ

Камневые опоры – один из классов осе-
симметричных пар трения – являются распро-
страненными и важными узлами многих из-
мерительных приборов, а также применяются 
в различных роторных системах (кинетические 
накопители энергии, газовые центрифуги и 
пр.). Ввиду высоких скоростей вращения таких 
устройств и длительного срока их эксплуатации 
решение износоконтактной задачи на этапе 
проектирования является важной составляю-
щей обеспечения качества изделий.

В настоящее время цифровое проектиро-
вание и моделирование является неотъем-
лемой частью процесса разработки и произ-
водства новых изделий [1]. Для достижения 
требуемых показателей качества конечной 
продукции в рамках парадигмы цифрового 
проектирования должно быть обеспечено ка-
чество компьютерных и математических мо-
делей, применяемых на этапе разработки из-
делий. Повышение качества моделей на этапе 
проектирования позволяет минимизировать 
затраты на возможные изменения, вносимые 
в конечную продукцию [2].

В широком смысле под качеством понима-
ют степень, с которой совокупность присущих 
характеристик объекта, соответствует требова-
ниям [3]. Качество компьютерной модели может 
быть оценено с точки зрения [4]:

- корректности – степени соответствия мо-
дели спецификациям;

- надежности – степени, в которой можно 
ожидать, что модель будет выполнять свою пред-
полагаемую функцию с требуемой точностью;

- эффективности – объема вычислительных 
ресурсов и кода, требуемых моделью для выпол-
нения своей функции;

- цельности – степени, в которой можно кон-
тролировать доступ к модели и данным неавто-
ризованных лиц;

- удобства пользования – усилий необходи-
мых для изучения, эксплуатации, подготовки 
входных данных и интерпретации выходных 
данных модели;

- ремонтопригодности – усилий, необходи-
мых для обнаружения и исправления ошибки в 
модели;

- тестируемости – усилий, необходимых для 
тестирования модели, чтобы убедиться, что она 
выполняет свою предназначенную функцию;

- гибкости – усилий, необходимых для моди-
фикации модели;

- переносимости – усилий, необходимых 
для переноса модели с одной аппаратной и/или 
программной системной платформы на другую;
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- возможности повторного использования 
– степени, в которой модель или части модели 
могут быть повторно использованы в других 
приложениях;

- функциональной совместимости – усилий, 
необходимых для сопряжения одной модели с 
другой.

В данной работе в роли метрики качества 
компьютерной модели будем рассматривать 
её адекватность – соответствие модели мо-
делируемому изделию, процессу или явле-
нию по обоснованному перечню характери-
стик [5].

Рис. 1. Уровни адекватности моделей

На рисунке 1 качественно показана вза-
имосвязь между уровнями адекватности мо-
делей и количеством ресурсов, необходимым 
для их достижения, а также соотношение с 
реальным моделируемым изделием. В ка-
честве ресурсов в данном случае могут быть 
время, необходимое на реализацию тех или 
иных методик, повышающих адекватность 
модели, а также наличие достоверных экспе-
риментальных данных для проведения вали-
дации моделей.

БАЗОВАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ПРОЦЕССА ИЗНАШИВАНИЯ

Основным определяющим соотношением, 
применяемым в рассматриваемой компью-
терной модели изнашивания, является закон 
Арчарда [6…8], устанавливающий связь между 
количеством изношенного материала с одной 
стороны и свойствами материала и контактны-
ми условиями с другой:

 

m nKw p v
H

 ,                         (1)

где ẇ – скорость износа;

K – безразмерный коэффициент износа;
H – поверхностная твердость материала;
p – контактное давление;
v – скорость относительного скольжения 

контактных поверхностей;
m, n – безразмерные коэффициенты.
С учетом квазистационарности процесса 

изнашивания на рассматриваемом интерва-
ле времени и постоянства действующих на-
грузок выражение (1) может быть модифи-
цировано для использования в стационарной 
постановке [9…13] в случае наличия осевой 
симметрии:
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   ,             (2)

где ∆wᵢ – приращение величины износа на i-й 
итерации;

 ∆tᵢ – инкремент, соответствующий i-й ите-
рации;

 r – расстояние от оси вращения до текущей 
точки контактной поверхности;

ῶᵢ – угловая скорость, соотносящаяся с ко-
личеством оборотов, моделируемым в рамках 
текущей итерации следующим соотношением:
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Предполагается, что в выражении (2) пара-
метры материала являются постоянными вели-
чинами. 

УЧЕТ ИЗМЕНЕНИЯ ТВЕРДОСТИ 
ПО ГЛУБИНЕ МАТЕРИАЛА

В действительности, параметры материала, 
в частности, твердость, не являются постоян-
ными величинами и могут менять свои значе-
ния в процессе изнашивания. Так, существует 
зависимость твердости от глубины, причем для 
многих материалов значение твердости падает 
с удалением вглубь от поверхности [14…25]. Су-
ществуют, однако, и иные зависимости для ряда 
материалов [26…28], проявляющиеся на уровне 
микро- и нанотвердости.

В ряде случаев существуют аналитические 
оценки зависимости твердости от глубины, 
например, H(d)    d-¹. В более общем случае 
указанную зависимость можно аппроксими-
ровать полиномом, как это показано на ри-
сунке 2.

Такая модель позволит, в том числе, учесть 
изменение твердости при истирании пленоч-
ных покрытий, без непосредственного модели-
рования их разрушения.

Учет изменения значения твердости мате-
риала в процессе изнашивания контактной по-
верхности, очевидно, повышает адекватность 
модели.
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УЧЕТ ЗАВИСИМОСТИ ТВЕРДОСТИ 
ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

Твердость сталей [29, 30], медных [31, 32] и 
алюминиевых [33…35] сплавов, керамических 
материалов [36, 37] изменяется также при по-
вышении температуры, и для широкого спектра 
материалов данная зависимость может быть ап-
проксимирована полиномиальной функцией.

Рис. 3. Типичный вид зависимости 
твердости от температуры

Предполагается, что система является тер-
модинамически замкнутой, и весь тепловой по-
ток, генерируемый на контактной поверхности 
вследствие трения, и вычисляемый как [38]:

 q pv ,                               (4)

где μ – коэффициент трения, распределяется 
между взаимодействующими телами без потерь.

В данной работе зависимость твердости от 
температуры вычисляется в рамках решения 
стационарной задачи прочности, а значение 
температуры контактной поверхности оцени-
вается на основе аналитического решения од-
номерной нестационарной задачи теплопрово-
дности.

Рис. 4. Расчетная схема одномерной задачи 
теплопроводности

Решением данной нестационарной за-
дачи теплопроводности является зави-
симость температуры поверхности от 
времени, определяемая соотношением: 
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(5)
где  – температура одномерной области в на-
чальный момент времени;

ₐ – температура на границе одномерной 
области;

a – размер одномерной области;
q – величина теплового потока;
c – удельная теплоемкость материала;
κ – коэффициент теплопроводности материала;
ρ – плотность материала;
n – индекс суммирования.
В рамках численной реализации данной за-

висимости количество суммируемых слагаемых 
определялось путем исследования сходимости 
ряда в (5), а также принималось во внимание 
быстродействие алгоритма.

Учет изменения твердости поверхности при 
фрикционном нагреве, особенно в случае ра-
боты пары трения при недостатке смазочных 
материалов, может существенно повлиять на 
определяемое значение износа, а следователь-
но, также повышает адекватность рассматрива-
емой модели.

ВОЗМОЖНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ВЕЛИЧИНЫ ИЗНОСА НА ОСИ ВРАЩЕНИЯ

Модель (2) обладает весьма существенным 
недостатком: поскольку скорость относитель-
ного скольжения контактных поверхностей 
вычисляется как произведение радиальной ко-
ординаты на угловую скорость вращения, то 
величина износа на оси вращения оказывается 
равной нулю. 

В качестве интерпретации ненулевого изно-
са на оси вращения, оставаясь в рамках линей-

Рис. 2. Типичный вид зависимости
твердости от глубины



87

Машиностроение и машиноведение

ной зависимости напряжений от деформаций 
(модели упругого материала), предположим на-
личие малых колебаний оси вращения [39…43].

Рис. 5. Гипотеза о малых колебаниях 
оси вращения

Предполагаемое движение точки на враща-
ющейся поверхности пары трения показано на 
рисунке 5: помимо вращения точки с радиаль-
ной координатой r вокруг оси с угловой скоро-
стью  добавляется круговое движение с ампли-
тудой  и угловой скоростью  вокруг текущего 
положения.

Амплитуда вектора линейной скорости точ-
ки в таком случае вычисляется как:

2 2 2 2 2 cos( )v r r t         .    (6)

Для вычисления величины износа поверх-
ности при больших количествах оборотов в ста-
ционарной постановке требуется провести ос-
реднение значения скорости относительного 
скольжения контактирующих поверхностей [44]:

 

  22 rv r E
r


 

  
 

     
,            (7)

где E – полный эллиптический интеграл второго рода.
На рисунке 6 показано распределение сред-

ней скорости скольжения v  в зависимости от 

компонент окружного (rω) и колебательного (δξ) 
движений.

Введение описанных физически обоснован-
ных предположений позволяет вычислять износ 
на оси вращения осесимметричной пары тре-
ния в стационарной постановке, повышая тем 
самым адекватность модели.

ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ТВЕРДОСТИ 
В ПРОЦЕССЕ ИЗНАШИВАНИЯ 

НА ВЕЛИЧИНУ ИЗНОСА

Для оценки влияния изменения твердости 
в процессе изнашивания вследствие фрикци-
онного нагрева и изменения твердости по тол-
щине материала на величину износа, проведем 
сравнение решений модельных задач для мате-
риалов с постоянной и переменной твердостью.

Задача об износе конической поверхности 
(рис 7) имеет аналитическое решение [45]:

 
 1

2 cos i o
K FW R R t
H




  ,              (8)

Рис. 6. Средняя скорость

. 7.   

 

 . 8.   
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где W – объемный износ;
 F – действующая нагрузка;
 – угол наклона образующей конической 

поверхности;
 Rᵢ – внутренний радиус контактной поверх-

ности;
Ro – наружный радиус контактной поверх-

ности.
Задача об износе сплошного цилиндра (рис 

8) имеет приближенное решение [46]:

 

1
2
KW FR t
H

 ,                      (9)

где R – радиус цилиндра.
На рисунках 9 и 10 показаны зависимости 

объёмного износа от числа совершенных кон-
тактной парой оборотов. Видно, что учет фрик-

ционного нагрева и, как следствие, уменьшения 
значения твердости поверхности в процессе из-
нашивания, может существенным образом по-
влиять на результат расчета износостойкости 
пары трения.

Следует отметить, что приведенные ре-
зультаты получены на модельных задачах 
и с использованием произвольных параме-
тров материалов и предложенных моделей. 
Для определения соответствующих зависи-
мостей реальных материалов могут потре-
боваться длительные и весьма трудоемкие 
натурные испытания, однако при проекти-
ровании критических узлов ответственных 
агрегатов такие дополнительные затраты 
будут обоснованными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках проведенных исследований повы-
шена адекватность и, как следствие, качество 
компьютерной модели изнашивания осесимме-
тричной пары трения. 

Учтены явления изменения свойств матери-
ала в процессе изнашивания, вызванные фрик-
ционным нагревом и их неоднородностью по 
глубине материала.

Реализована возможность вычисления из-
носа на оси вращения в рамках упругой модели 
материала с использованием закона Арчарда.

Применение модели с более высоким уровнем 
адекватности на этапе проектирования позволит 
в конечном итоге повысить качество выпускаемой 
продукции, поскольку на раннем этапе могут быть 
выявлены и устранены недостатки конструкции.
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The article describes the process of improving the quality of a computer model of wear based on 
Archard›s law for an axisymmetric friction pair. One of the most common representatives of such friction 
pairs are pivot jewel bearings, used both in measuring instruments and in various rotary systems. The 
quality metric of the mathematical model under consideration is its adequacy – the level of compliance 
with the real process. As measures to improve the adequacy of the model, consideration is given to the 
dependencies of the model parameters that change during the wear process, and a method is proposed 
for modifying the original model to be able to calculate wear on the axis of rotation of a friction pair. 
Examples are given based on numerical modeling of wear-contact problems for friction pairs with known 
analytical estimates of the amount of wear, showing the importance of taking into account the above 
parameters and phenomena. Numerical simulation of the wear process was carried out in the ANSYS 
Mechanical CAE system. The use of a more adequate computer model of the wear process in the design 
of critical components of the units will improve the quality of the fi nal product.
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