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ВВЕДЕНИЕ

Механизмы с некруглыми зубчатыми коле-
сами издавна привлекают внимание исследо-
вателей и изобретателей по всему миру [1–5].  
Несмотря на то, что схемы таких механических 
передач встречаются еще в трудах Джованни 
Донди (XIV век) и Леонардо да Винчи (XV-XVI 
века), долгое время их практическое примене-
ние было затруднено из-за недостаточного раз-
вития высокоточного металлообрабатывающе-
го оборудования и слабой теоретической базы 
в области промышленного производства. В на-
стоящее время повышается интерес исследова-
телей к разработке различных схем механизмов 
с некруглыми зубчатыми колесами именно бла-
годаря значительным успехам и изготовлении 
различных типов некруглых передач: цилин-
дрических передач с внешним [6, 7] и внутрен-

ним [8, 9] зацеплением, а также косозубых [10] и 
конических передач [11, 12].

Одним из перспективных практических 
применений некруглых зубчатых колес яв-
ляется создание приводов перемешивающих 
устройств с неравномерным движением рабо-
чего органа. Например, в [13] предложен новый 
исполнительный механизм для аппарата с ме-
шалкой (рис. 1) на базе планетарной передачи с 
внутренним и внешним зацеплением.

Целью настоящего исследования является 
кинематический анализ двухрядного плане-
тарного механизма с внутренним и внешним 
зацеплением с эллиптическими зубчатыми ко-
лесами, а также его экспериментальная вери-
фикация путем анализа функций положения 
прототипов механизма с различными кинема-
тическими параметрами.

КИНЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ИССЛЕДУЕМОГО МЕХАНИЗМА

Рассмотрим план скоростей механизма с па-
рой цилиндрических зубчатых колес внутрен-
него зацепления и парой эллиптических зубча-
тых колес (рис. 2).

Предлагаемый план скоростей построен сле-
дующим образом. Из точки C перпендикулярно 
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отрезку AC строится вектор VC, длина которого 
соответствует значению скорости точки C. Са-
теллит, состоящий из вала 2, зубчатых колес 5 
и 6, обкатывается по эпициклу 4 и таким обра-
зом совершает плоскопараллельное движение, 
мгновенным центром скоростей которого явля-
ется точка B. Соединив точку B с концом векто-
ра VC, получим линию распределения скоростей 
сателлита, на которой расположен конец векто-
ра скорости точки D (VD). Скорости точек A, B, E 
равны нулю. На рисунке также показаны линии 
распределения скоростей водила 1 (отрезок из 
точки A в конец вектора VC) и скоростей эллип-
тического колеса 3 на выходном валу (отрезок 
из точки E в конец вектора VD).

Согласно построенному плану скоростей, 
математическая модель кинематики механиз-
ма может быть выражена через аналог угловой 
скорости эллиптического колеса 3 и выходного 
вала [13]:
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Длина отрезков AC и BC определяется следу-
ющим образом:

aRRAC =−= ;                          (2)

RBC =  ,                                  (3)

где R1 – радиус эпицикла 4, R2 – радиус цилин-
дрического колеса сателлита 5, a – большая по-
луось эллипса.

Для определения расстояний BD и DE необ-
ходимо найти CD, рассмотрев уравнение эллип-
са в полярных координатах [9, 13, 14]:
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– угол поворота эллипса, фокус 

которого принят за полюс; e – эксцентриситет 
эллипса.

В соответствии с планом скоростей длины 
отрезков BD и DE определяются следующим об-
разом:

ρ+=+= RCDBCBD  ,                    (5)

ρ−=−= aCDACDE  .                    (6)

Таким образом, учитывая (1) – (6), опреде-
лим аналог угловой скорости выходного вала 
исследуемого планетарного механизма:
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Подставляя (4) в (7) и выполнив преобразо-
вания, получим:

Рис. 1. Схема перемешивающего устройства 
с неравномерным движением мешалки 

на базе планетарного механизма: 
1 – входной вал; 2 – выходной вал; 3 – эпицикл; 
4 – цилиндрическое зубчатое колесо сателлита; 
5 – эллиптическое зубчатое колесо сателлита; 

6 – вал сателлита; 7 – водило; 8 – эллиптическое 
зубчатое колесо; 9 – крышка реактора; 10 – корпус 

исполнительного механизма; 11 – электродвигатель; 
12 – рабочий орган; 13 – реактор

Рис. 2. План скоростей исследуемой 
планетарной передачи: 

1 – водило; 2 – вал сателлита; 3 – эллиптическое 
зубчатое колесо на выходном валу; 4 – эпицикл; 5 – 

цилиндрическое зубчатое колесо сателлита; 
6 – эллиптическое зубчатое колесо сателлита; 
A, C, E – вращательные кинематические пары; 

B, D – зубчатые кинематические пары
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Учитывая, что
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угол поворота эллиптического колеса 3 и выход-
ного звена:

  1
2

1

1
2

12

2
13

cos21

11 



R
Rd

R
Ree

e 


 .   (9)

Для решения интеграла в уравнении (9) вве-
дем следующие обозначения 2
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примет следующий вид:
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Подставляя (11) в (9) с учетом начальных ус-
ловий ( =ϕ , =ϕ  ), получим функцию поло-
жения исследуемого механизма:
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Таким образом, уравнение (12) позволяет 
получить расчетную функцию положения ис-
следуемого планетарного механизма.

В качестве примера исследуем механизмы с 
различными геометрическими параметрами, ко-
торые варьируются следующим образом (табл. 1).

Используя формулу (8), построим функции 
положений выходного вала для предлагаемых 
механизмов (рис. 3), цифрами обозначены ис-
следуемые варианты.

Рис. 3. Графики зависимостей для различных 
конфигураций механизма

Как показано в [13] и видно из графиков на 
рисунке 3, варьирование параметров цилиндри-
ческих и эллиптических зубчатых колес позво-
ляет получить различные функции положения 
механизмов, отличающиеся неравномерностью 
вращения выходного вала.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ФУНКЦИЙ 
ПОЛОЖЕНИЯ ИССЛЕДУЕМЫХ МЕХАНИЗМОВ

С целью проведения валидации полученной 
математической модели кинематики механиз-
ма проведем натурный эксперимент. Объектом 
экспериментального исследования является 
прототип планетарного механизма, детали ко-
торого (рис. 4) выполнены как методами ме-
ханической обработки (валы для обеспечения 
соосности выполнены из стали 45), так и с по-
мощью аддитивных технологий (корпус меха-
низма, крепления для датчиков выполнены из 
PETG-пластика).

  
 

  R1, 
 

  
  R2,  

  
  

 e 
1 66 16 0,28
2 66 16 0,475
3 80 30 0,28
4 80 30 0,475

Таблица 1. Параметры зубчатых колес механизмов
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Измерительная часть стенда содержит абсо-
лютные энкодеры для измерения углов поворо-
та входного и выходного валов, краткие харак-
теристики которых представлены в таблице 2.

Сигнал от датчиков обрабатывается с помо-
щью контроллера, который выполняет функцию 
аналого-цифрового преобразователя, а затем 
передается на персональный компьютер. Прин-
ципиальная схема и внешний вид эксперимен-
тального стенда показаны на рисунке 5.

Исследование функции положения проводи-
лось путем измерения углов поворота входного 
и выходного валов для четырех предлагаемых 
вариантов планетарного механизма. Анализ по-
лученных данных и статистическая обработка 
выполняются в системе компьютерной матема-
тики MathCAD.

Схемы механизмов, теоретические функции 
положения и результаты измерений для иссле-
дуемых вариантов показаны на рисунке 6.

Как видно из графиков на рисунке 6, изме-
ренные функции положения для всех вариантов 
механизма адекватны построенной кинемати-
ческой модели. Проведем статистический ана-
лиз ошибок измерения функций положения для 
более детальной оценки результатов экспери-

Рис. 4. Детали исследуемого прототипа

     
360°/4096 0,088° 0,3% 0,6 0-5  22 

Таблица 2. Характеристики абсолютных энкодеров

Рис. 5. Принципиальная схема (а) и внешний вид (б) экспериментального стенда: 
1 – корпус механизма; 2 – входной вал; 3 – выходной вал; 

4, 5 – датчики угла поворота; 6 – контроллер; 7 – ПК

 
) 

 
) 
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мента. Согласно [15–17], среднее значение оши-
бок измерения определится:





n

k
kqn

q
1

1
,                           (13)

где n – количество независимых наблюдений qk.
Выборочная дисперсия определится по формуле:
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Рис. 6. Схемы механизмов, функции положений и результаты измерений: 
а – вариант 1, б – вариант 2, в – вариант 3, г – вариант 4
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Оценку дисперсии среднего значения полу-
чим следующим образом:

n
qsqs k )()(

2
2  .                       (15)

Далее, определим стандартную неопреде-
ленность измерений по типу А:

)()( 2 qsqu  .                        (16)

Применяя уравнения (13)-(16) к результатам 
экспериментального исследования и принимая 
за значения qk ошибки измерения функций по-
ложения, получим значения неопределенности 
измерения для каждого из вариантов механиз-
мов. Количество измерений n, среднее значение 
ошибок измерения q  и неопределенность из-
мерения u(q) для каждого варианта механизма 
приведены в таблице 3.

Большое значение средней ошибки может 
указывать на неточность изготовления экспе-
риментального образца. Анализ результатов 
эксперимента показывает адекватность постро-
енной математической модели кинематики ре-
альным механизмам, при этом доверительный 
интервал ошибок измерения при уровне до-
стоверности 95% определяется как uq 2  и со-
ставляет °±−  для варианта 1, °±−  
для варианта 2, °±  для варианта 3 и 

°±−  для варианта 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В качестве перспективного привода пере-
мешивающего устройства предлагается плане-
тарный механизм с одним внутренним и одним 
внешним зацеплением, имеющий в своем со-
ставе эллиптические зубчатые колеса. Кине-
матический анализ предложенного механизма 
показал реализацию неравномерного движения 
выходного вала с различной степенью неравно-
мерности вращения, которая зависит от геоме-
трических параметров зубчатых колес.

Проведен экспериментальный анализ функ-
ций положения для четырех вариантов исследу-
емого механизма с различными размерами ци-
линдрических и эллиптических зубчатых колес, 
который позволил провести валидацию кине-
матической модели механизма. Статистический 
анализ результатов измерения, проведенный с 
применением современных компьютерных тех-

нологий, показал адекватность построенной ки-
нематической модели реальным механизмам, 
что позволяет использовать данную матема-
тическую модель при дальнейшем проектиро-
вании и расчете машин на базе предложенной 
схемы планетарного механизма.
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 1 198 -0,93º 0,82º
 2 194 -0,98º 1,36º
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 4 171 -0,89º 1,01º
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Transmissions with non-circular gears are widely used to realize irregular rotational motion of the 
output link. One of the most promising practical applications is the drive of a stirred tank, in which 
the impeller performs irregular rotation in order to intensify heat and mass transfer when mixing 
liquids. In this work, we study a planetary mechanism with external and internal gearing, with one 
pair of wheels made in the form of elliptical gears. Kinematic analysis was carried out in accordance 
with the constructed velocity plan, on the basis of which position functions were determined and 
constructed for four variants of the planetary mechanism with different gear sizes. An experimental 
prototype was developed and the position functions for the studied variants were studied, the analysis 
of which showed the adequacy of the constructed kinematic model to real mechanisms. As a result of 
statistical processing of the experimental results, the uncertainty of the obtained measurements and 
confi dence intervals were determined.
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